Partie Ill : Algorithmique et programmation en CaML

Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui ¢itisé le langage CaML dans le cadre des ensei-
gnements d’informatique. Les fonctions écrites devedre fécursives ou faire appel a des fonctions
auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utilisenstiuctions itératives @r , whi | e, ...) ni de
références.

Format de description d’une fonction : La description d'dimiection, lorsque celle-ci est demandee,
c’est-a-dire a la question 111.22, doit au moins contenir

1. I'objectif général;

le rble des parametres de la fonction;

les contraintes sur les valeurs des parametres;;

les caractéristiques du résultat renvoyé par la fongt
le rdle des variables locales a la fonction;

le principe de I'algorithme;

des arguments de terminaison du calcul pour toutes lesingaties parametres qui vérifient|les
contraintes présentées au point 3.

No o~ Db

La structure d’ensemble d’entiers est utilisée dans debmeux algorithmes. L'objectif de ce
probleme est I'étude d’une réalisation particulieoe @ Guibas et Sedgewick de cette structure a base
d’arbres binaires de recherche quasi-equilibrés nosreméres bicolores (car les noeuds sont colorés
avec deux couleurs differentes). L'objectif de cettdisadéion est d’optimiser a la fois I'occupation
mémoire et la durée des opérations d’insertion et giiglation d’'un élément dans un ensemble.

1 Realisationa base de listes

La réalisation la plus simple d’'un ensemble d’entiers sepsur l'utilisation d’'une liste d’entiers
qui contient exactement un exemplaire de chaque élénoaticu dans I'ensembile.

1.1 Representation en CaML

Nous ferons I'hypothese gu’un élément appartenant ansemble n’apparait qu’une seule fois dans
la liste représentant cet ensemble.

Un ensemble d’entiers est représenté par le geenbl e équivalent a une liste dent .
type ensenble == int list;;
Le parcours d’un ensemble sera donc effectué de la mémeraajue celui d’'une liste.

Nous allons maintenant définir plusieurs opérations ssrensembles d’entiers et estimer leur
complexité.

1.2 Ogperations sur la structure d’ensemble
1.2.1 Insertion dans un ensemble

La premiere opération est I'insertion d’un entier dangnsemble.
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Question I1l.1 Ecrire en CaML une fonctionnser t i on_ens de type

int -> ensenble -> ensenbl e telle que 'appeli nserti on_ens v E) renvoie un en-
semble contenant lesame<tléments que I'ensembieainsi que Ielementv s’il ne figurait pas @ja
dansE. Cette fonction devratre recursive ou faire appél des fonctions auxiliairescursives.

Question I11.2 Calculer une estimation de la complexde la fonction nser t i on_ens en fonction
du nombre cglements de I'ensembiie Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appel
récursifs effectes.

1.2.2 Elimination dans un ensemble

La seconde opération consiste a €liminer un entier dhsemble.

Question 111.3 Ecrire en CaML une fonctiorl i mi nat i on_ens de type

int -> ensenbl e -> ensenbl e telle que I'appel( el i m nati on_.ens v E) renvoie un
ensemble contenant lesemes entiers que I'ensemiifesauf I'entierv s'il figurait dansE. Cette
fonction devreétre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

Question 111.4 Donner des exemples de valeurs des paia@sv et E de la fonction
el i m nati on_ens qui correspondent aux meilleur et pire cas en nombre d’appatursifs ef-
fecties.

Calculer une estimation de la compléxidans les meilleur et pire cas de la fonction
el i m nat i on_ens en fonction du nombre dléments de 'ensemble Cette estimation ne prendra
en compte que le nombre d’appe&ursifs effectes.

2 Realisationa base d’arbres binaires de recherche bicolore

L'utilisation de la structure d’arbre binaire de rechertlelore permet de réduire la complexité
en temps de calcul pour les opérations d’insertion efrdiaation.

2.1 Arbres binaires d’entiers

Un ensemble d’entiers peut étre réalisé par un arbrerbiea utilisant les étiquettes des noeuds
pour représenter les éléments contenus dans I'ensemble

2.1.1 Definition

Déf. Ill.1 (Arbre binaire d’entiers) Un arbre binaire d’entiers: est une structure qui peut sdéitre
vide (notel), soitétre un nceud qui contient uBtiquette enére (noee&(a)), un sous-arbre gauche
(nott G(a)) et un sous-arbre droit (nétD(a)) qui sont tous deux des arbres binaires d’entiers. L'en-
semble destiquettes de tous les noeuds de I'arbrest noéC(a).

Exemple IIl.1 (Arbres binaires d’entiers) Voici trois exemples d’arbres binairétiqueés par des
entiers (les sous-arbres vides des nceuds ne sont pa&sens) :

(D (6) (&)
() B G @ (3 (9
® G @ @O @ @

® ®
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2.1.2 Profondeur d’'un arbre

Déf. Ill.2 (Profondeur d’'un arbre) Les branches d’un arbre relient la racine aux sous-arbre®esi
La profondeur d’'un arbred estégale au nombre de nceuds de la branche la plus longue. Nous la
noterons| A |.

Exemple 1.2 (Profondeurs) Les profondeurs des trois arbres binaires de I'exemplé kbnt res-
pectivement 3, 4 et 4.

Question 111.5 Donner une éfinition de la profondeur d’un arbre en fonction dé), G(a) etD(a).
Question 111.6 Consicerons un arbre binaire d’entiers repsentant un ensemble contenagléments.
Quelle est la forme de I'arbre dont la profondeur est maxeiauelle est la forme de I'arbre dont

la profondeur est minimale ? Calculer la profondeur de I'e¢len fonction de: dans ces deux cas.
Vous justifierez vosponses.

2.2 Arbres bicolores

Nous considérerons par la suite des arbres binaires dawgjuehnceud est décoré par une couleur
blanche ou grise.

L'utilisation de contraintes sur les couleurs des nceudsmetde réduire le déséquilibre possible
entre les profondeurs des differentes branches d’un.arbre

Déf. I11.3 (Arbres bicolores) Un arbre colog est un arbre dont les nceuds ségalement écores
par une couleur. Un arbre bicolore est un arbre caayui respecte les contraintes suivantes :

P1 Il existe deux couleurs défentes. Nous choisirons Blanc et Gris.
P2 Tous les nceuds fils directs d’un nceud o®kemn Blanc doiveri&tre cologés en Gris.
P3 Toutes les branches doivent contenir léme nombre de noeuds c@sren Gris.

Notons qu’'un méme arbre binaire peut étre coloré desudififes manieres qui respectent les
contraintes des arbres bicolores.

Exemple 111.3 (Arbres binaires bicolores) Voici deux colorations du troisime arbre de I'exemple 111.1
qui respectent les contraintes des arbres bicolores :

® ®
(3) (10 (3) (10)
@ ® @ OO ® @ O
(® (®

2.2.1 Rang d'un arbre bicolore

Déf. Ill.4 (Rang d'un arbre bicolore) Le rang d’un arbre bicolored estégal au nombre de nceuds
colorés en gris dans une des branches de 'arbre (p&firdtion de I'arbre bicolore, ce nombre est le
méme pour toutes les branches). Nous le notef(4).

Exemple Ill.4 (Rang d’un arbre bicolore) Les rangs des arbres bicolores de I'exemple I11.3 sont
respectivement 2 et 3.
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Question 111.7 Soit A un arbre bicolore compdsden nceuds avee > 0. Montrer que
R(A) <| A|<2x R(A) + 1 etque2®A) — 1 < n,

Question 111.8 Soit A un arbre bicolore compdsden nceuds avee > 0. Montrer que
E(logy(n)) <] A <2 x E(logy(n)) (log, est le logarithme en basket F() est la partie entre).
2.2.2 Repesentation des arbres binaires bicolores en CaML

Un arbre binaire d’entiers dont les nceuds sont décoréasmgacouleur est représenté par les types
CaML :
type couleur = Blanc | Gis;;

type arbre = Vide | Noeud of couleur * arbre = int * arbre;;

Notons que I'arbre vide n’a pas de couleur associée.
Dans 'appelNoeud( ¢, fg, v, fd),lesparametres,f g, v etf d sont respectivement la
couleur, le fils gauche, I'étiquette et le fils droit de lain@cde I'arbre créé.

Exemple lIl.5 Le terme suivant

Noeud( Gis,
Noeud( Bl anc,
Noeud( Gis, Vide, 1, Vide),
3,
Noeud( Gis, Vide, 4, Vide)),
6,
Noeud( Bl anc,
Noeud( Gis,
Vi de,
7,
Noeud( Bl anc, Vide, 8, Vide)),
10,

Noeud( Gis, Vide, 11, Vide)))

est alors assoéia I'arbre binaire bicolore repesené graphiquement dans I'exemple 111.3.

2.2.3 Rang d'un arbre bicolore d’entiers

Question 111.9 Ecrire en CaML une fonctionang de typear bre -> i nt telle que I'appel
(rang a) renvoie le rang de l'arbre bicolore d’entiera. Cette fonction devr&tre récursive ou
faire appela des fonctions auxiliairescursives.

2.2.4 Validation d’'un arbre bicolore d’entiers

Une premiere opération consiste a déterminer si latra de I'arbre et les valeurs des couleurs
des nceuds d’un arbre binaire sont compatibles avec la ti&fiiun arbre bicolore.

Question 111.10 Ecrire en CaML une fonctional i dat i on_bi col or e de typear bre -> bool
telle que 'appel val i dat i on_bi col ore A) renvoie lavaleut r ue sil'arbre binaire Aest vide
ou si l'arbre binaire A n’est pas vide et si les valeurs des couleurs&éments de 'arbre binairé
respectent les contraintes pour gAesoit un arbre bicolore et la valeural se sinon. L'algorithme
utilisé ne devra parcourir gu’une seule fois I'arbre. Cette foanttdevraétre recursive ou faire appel
a des fonctions auxiliairescursives.
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Question 111.11 Calculer une estimation de la complexide la fonctiorval i dati on_bi col ore
en fonction du nombre de nceuds de I'arBreCette estimation ne prendra en compte que le nombre
d’appels €cursifs effecté.

2.3 Arbres binaires de recherche

Déf. IIl.5 (Arbre binaire de recherche) Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire d’en-
tiers dont les fils de la racine sont des arbres binaires déeeche et dont legétiquettes de tous les
nceuds composant le fils gauche de la racine sont strictemi@nieiuresa I’ étiquette de la racine et
les étiquettes de tous les nceuds composant le fils droit de lagawnt strictement sépeuresa

z

I’ étiquette de la racine. Cette contrainte s’exprime sousteg :

ABR(G(a)) NABR(D(a))
ABR(a)=a# 0= < AVv € C(G(a)),v < E(a)
AYv € C(D(a)),E(a) <v

~—~

Exemple 1.6 (Arbres binaires de recherche) Le deuxéme et le troiggme arbre de I'exemple 111.1
sont des arbres binaires de recherche.

‘ Notons qu’un arbre binaire de recherche ne peut contenimggeul exemplaire d’une valeur donn"ee.

‘ Nous considérerons par la suite des arbres de recheratieres. ‘

2.3.1 Validation d’un arbre binaire de recherche

Une premiere opération consiste a déterminer si uredsimolore d’entiers est un arbre binaire de
recherche.

Question 11.12 Ecrire en CaML une fonctiomal i dat i on_abr de typear bre -> bool telle
que l'appel(val i dati on_abr A) renvoie la valeurt r ue si I'arbre binaire d’entiersA est un
arbre binaire de recherche et la valetial se sinon. L'algorithme utili®€ ne devra parcourir qu’une
seule fois I'arbre. Cette fonction devédre recursive ou faire appél des fonctions auxiliairescursives.

2.3.2 Insertion dans un arbre binaire de recherche

Une seconde opération consiste a insérer un éléemastutearbre binaire de recherche en préservant
cette structure. Pour cela, I'insertion se fait au niveaustris-arbres vides contenus dans l'arbre.

Question 111.13 Ecrire en CaML une fonctionnser t i on_abr de type

int -> arbre -> arbretellequel’appeli nsertion_abr v A) renvoie un arbre binaire
de recherche contenant leemesttiquettes que I'arbre binaire de rechercAainsi que Iétiquette
v s’il ne la contenait pas @a. Cette fonction doit associer la couleur blanche au nceul daleur

insérée. L'algorithme utili®€ ne devra parcourir qu'une seule fois I'arbre. Cette foantdevraétre

récursive ou faire appél des fonctions auxiliairescursives.

Question 111.14 Donner une estimation de la complédans les meilleur et pire cas de la fonction
i nserti on_abr en fonction de la profondeur de I'arbi& Cette estimation ne prendra en compte
que le nombre d’appelscursifs effecteéis. Donnerégalement une estimation de la compkestA
n’est pas un arbre bicolore.
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2.4 Préservation de la structure bicolore

Lors de l'insertion d’'une valeur dans un arbre bicolore, deiveau nceud est coloré en blanc.
L'insertion d’'un élément dans un arbre binaire de redheticolore peut invalider les contraintes et
produire un arbre binaire de recherche coloré qui n'estiyiasore. Les transformations suivantes
visent a restaurer la structure d’arbre bicolore a péd#iFarbre coloré obtenu par insertion.

Question 111.15 Quelles sont les propgiés d’un arbre bicolore (parntl, P2 et P3) qui peuvenétre
invalidées par I'insertion d’'une valeur sachant que I'on associedaleur blanche au nceud asseci
a cette valeur?

Déf. 111.6 (Correction blanche) Une correction blanche concerne 3 nceuds imkmde I'arbre. Elle
s’applique uniquement si I'arbre posde une des quatre formes suivantes. Un arbre qui nezpess
pas la forme aéquate ne sera pas transfoem

Forme initiale :
Correction blanche de type 1. | Correction blanche de type 3.

Forme transfornge :

() ©

Question 111.16 Montrer que sify, F,, F3 et F, sont des arbres bicolores de rangalors le résultat
d’une correction blanche est un arbre bicolore de rang 1.
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Question 111.17 Insérer la valeur9 dans le premier arbre de recherche bicolore de I'exempl&|liI
puis appliquer une correction blanche autant de fois gageassaire pour obtenir un arbre bicolore.
Repgsenter tous les arbres coks interngdiaires.

Question 111.18 Montrer que l'insertion d’'une valeur dans un arbre de reattex bicolore suivie de
I'application de corrections blanches sur la branche daaguelle la valeur &te in€rée tant que ces
corrections sont applicables permet d’obtenir un arbre éeherche bicolore.

Question 111.19 Soit un arbre de recherche bicolorg montrer que le nombre de corrections blanches
necessaires pour obtenir un arbre bicolore aprlinsertion d’'une valeur dans! est strictement
inférieur a la difference entre la profondeur et le rang de I'arbre avant ingeri{| A | — R(A)).

Question 11.20 Ecrire en CaML une fonctiooor r ect i on_bl anche detypear bre -> arbre
telle que 'appel correct i on_bl anche A) surun arbreAdont la structure permet I'application
d’une correction blanche sur la racine renvoie I'arbre birede recherchd sur lequel une correction
blanche a&t€ appliqeea la racine.

2.5 Insertion équilibr ée

Une seconde opération consiste a insérer une nouviglleette dans un arbre de recherche équilibré
en préservant la structure équilibrée de I'arbre.

Question 111.21 Modifier la fonction nserti on_abr detypa nt -> arbre -> arbre écrite
en CaMLa la question 111.13 telle que 9 est un arbre binaire de recherche bicolore alors I'appel
(insertion_abr v A) renverra un arbre binaire de recherche bicolore.

Question 111.22 Expliquer la fonction nserti on_abr définiea la question pecedente.
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ECOLE POLYTECHNIQUE — ECOLES NORMALES SUPERIEURES

CONCOURS D’ADMISSION 2014 FILIERE M P SPECIALITE INFO

COMPOSITION D’INFORMATIQUE - A — (XULCR)

(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

Le langage de programmation choisi par le candidat doit étre spécifié en téte de la copie.

* Kk ok

Arbres croissants

On étudie dans ce probleme la structure d’arbre croissant, une structure de données pour
réaliser des files de priorité.

La partie I introduit la notion d’arbre croissant et la partie II les opérations élémentaires sur
les arbres croissants. L’objet de la partie III est I’analyse des performances de ces opérations.
Enfin la partie IV applique la structure d’arbre croissant, notamment au probleme du tri.

Les parties peuvent étre traitées indépendamment. Néanmoins, chaque partie utilise des
notations et des fonctions introduites dans les parties précédentes. Les tableaux sont indexés a
partir de 0, indépendamment du langage de programmation choisi. On note log(n) le logarithme
a base 2 de n.

Arbres binaires. Dans ce probleme, on considére des arbres binaires. Un arbre est soit 1'arbre
vide, noté E, soit un noeud constitué d’un sous-arbre gauche g, d’'un entier x et d’un sous-arbre
droit d, noté N(g,x,d). La taille d'un arbre ¢, notée |t|, est définie récursivement de la maniere

suivante :
E|] = 1
IN(g,z,d)| = 1+|g|+]d|

La hauteur d’un arbre ¢, notée h(t), est définie récursivement de la maniére suivante :

h(E) = 0
h(N(g,z,d)) = 14 max(h(g), h(d)).

Le nombre d’occurrences d’un entier y dans un arbre ¢, noté occ(y,t), est défini récursivement
de la manieére suivante :

occ(y, E) = 0
occ(y,N ,d)) = 1+ oce(y,g) + occ(y,d) siy==x
occ(y,N ( d)) = occ(y,g) + occ(y,d) sinon.



L’ensemble des éléments d’un arbre ¢ est 'ensemble des entiers y pour lesquels oce(y,t) > 0.

Par la suite, on s’autorisera a dessiner les arbres de la maniere usuelle. Ainsi 'arbre
N(N(E,2,E), 1,E) pourra étre dessiné sous la forme

On se donne le type arbre suivant pour représenter les arbres binaires.

(x Caml *) { Pascal }
type arbre = type arbre = “noeud;
E | N of arbre * int * arbre;; noeud = record gauche: arbre;

element: integer; droit: arbre; end;

En Pascal, I’arbre vide est la constante const E: arbre = nil et on suppose donnée une
fonction function N(g: arbre; x: integer; d: arbre) : arbre; pour construire le nceud
N(g, x,d).

Partie I. Structure d’arbre croissant

On dit qu’un arbre t est un arbre croissant si, soit t = E, soit ¢ = N(g,z,d) ou g et d sont
eux-mémes deux arbres croissants et x est inférieur ou égal & tous les éléments de g et d. Ainsi
les arbres

1
RN
1 3 2
7\ / \ / \
2 4 et 3
/N /A / N\
sont des arbres croissants mais les arbres 1
RN
4 3 4
7\ / \ / A\
3 5 et 2
/N /7 /\

n’en sont pas.

Question 1 Ecrire une fonction minimum qui prend en argument un arbre croissant ¢, en
supposant ¢ # E, et renvoie son plus petit élément.

(* Caml *) minimum: arbre -> int
{ Pascal } function minimum(t: arbre) : integer;




Question 2 Ecrire une fonction est_un_arbre_croissant qui prend en argument un arbre ¢
et détermine s'il a la structure d’arbre croissant. On garantira une complexité O(|t|).

(* Caml *) est_un.arbre_croissant: arbre -> bool
{ Pascal } function est_un_arbre croissant(t: arbre) : boolean;

Question 3 Montrer qu’il y a exactement n! arbres croissants possédant n noeuds étiquetés
par les entiers 1,...,n (chaque noeud étant étiqueté par un entier distinct).

Partie II. Opérations sur les arbres croissants

L’opération de fusion de deux arbres croissants ¢; et to, notée fusion(ty, to), est définie par
récurrence de la maniére suivante :

= 1

= 1y

= N(fusion(dl, N(gg,.%'g, dg)),xl,gl) sixy; < a9
= N(fusion(ds, N(¢1,%1,d1)),z2,92) sinon.

fusion(ty, E
fusion(E, o
fusion(N(gi,z1,d1), N(g2, 72, d2)
fusion(N(g1,21,d1), N(g2, 72, d2)

— — —

Note importante : dans la troisieme (resp. la quatrieme) ligne de cette définition, on a sciemment
échangé les sous-arbres g; et dy (resp. g2 et dy). Dans les parties III et IV de ce probleme
apparaitront les avantages de la fusion telle que réalisée ci-dessus (d’autres facons de réaliser la
fusion n’auraient pas nécessairement de telles propriétés).

1 3
VRN VRN
Question 4 Donner le résultat de la fusion des arbres croissants 2 4 et 5 6 .
/NN /NN

Question 5 Soit ¢ le résultat de la fusion de deux arbres croissants ¢ et to. Montrer que ¢
possede la structure d’arbre croissant et que, pour tout entier x, occ(x,t) = occ(x, t1)+ occ(z, ta).

Question 6 Déduire de l'opération fusion une fonction ajoute qui prend en arguments un
entier x et un arbre croissant ¢ et renvoie un arbre croissant ¢’ tel que occ(x,t') = 1+ occ(x,t)
et occ(y,t') = occ(y,t) pour tout y # z.

(* Caml *) ajoute: int -> arbre -> arbre
{ Pascal } function ajoute(x: integer; t: arbre) : arbre;

Question 7 Déduire de 'opération fusion une fonction supprime minimum qui prend en ar-
gument un arbre croissant ¢, en supposant ¢ # E, et renvoie un arbre croissant ¢’ tel que, si m
désigne le plus petit élément de ¢, on a occ(m,t') = occ(m,t) — 1 et occ(y,t’) = occ(y,t) pour
tout y # m.

(* Caml *) supprimeminimum: arbre -> arbre
{ Pascal } function supprime minimum(t: arbre) : arbre;

Question 8 Soient xq, ..., T,_1 des entiers et tg, ..., ¢, les n+1 arbres croissants définis par tg =
E et t;11 = fusion(t;, N(E, z;,E)) pour 0 < i < n. Ecrire une fonction ajouts_successifs qui



prend en argument un tableau contenant les entiers xg,...,Z,_1 et qui renvoie I'arbre croissant
to.

(* Caml *) ajouts_successifs: int vect -> arbre
{ Pascal } function ajouts_successifs(x: array[0..n-1] of integer) : arbre;

Question 9 Avec les notations de la question précédente, donner, pour tout n, des valeurs
xg, ... ,Tn—1 qui conduisent & un arbre croissant ¢,, de hauteur au moins égale a n/2.

Question 10 Toujours avec les notations de la question 8, donner la hauteur de ’arbre t¢,, obtenu
a partir de la séquence d’entiers 1,2, ...,n, c’est-a~-dire x; = 7 + 1. On justifiera soigneusement
la réponse.

Partie II1I. Analyse

On dit qu'un nceud N(g,x,d) est lourd si |g| < |d| et qu'il est léger sinon. On définit le
potentiel d'un arbre ¢, noté ®(t), comme le nombre total de noeuds lourds qu’il contient.

Question 11 Ecrire une fonction potentiel qui prend en argument un arbre ¢ et renvoie ®(t),
tout en garantissant une complexité O(|t|).

(* Caml *) potentiel: arbre -> int
{ Pascal } function potentiel(t: arbre) : integer;

On définit le cott de la fusion des arbres croissants ¢; et to, noté C(t1,t2), comme le nombre
d’appels récursifs a la fonction fusion effectués pendant le calcul de fusion(ty, t2). En parti-
culier, on a C(t,E) = C(E,t) = 0.

Question 12 Soient ¢; et t9 deux arbres croissants et ¢ le résultat de fusion(t¢q, t2). Montrer
que
C(t1,t2) < ®(t1) + (t2) — (¢) + 2(log [t1] + log [t2]). (1)

Question 13 Soient xg,...,x,_1 des entiers et tg,...,t, les n + 1 arbres croissants définis par
to = E et t;+1 = fusion(t;, N(E,z;,E)) pour 0 < i < n. Montrer que le coiit total de cette
construction est en O(nlog(n)).

Question 14 Montrer que, dans la construction de la question précédente, une des opérations
fusion peut avoir un colit au moins égal a n/2 (on exhibera des valeurs xy, ..., z,—1 le mettant
en évidence). Justifier alors la notion de complexité amortie logarithmique pour la fusion de
deux arbres croissants.

Question 15 Soit ¢ty un arbre croissant contenant n noeuds, c¢’est-a-dire de taille 2n + 1. On
construit alors les n arbres croissants ty,...,t, par t;;1 = fusion(yg;, d;) ou t; = N(g;, z;, d;),
pour 0 < ¢ < n. En particulier, on a t, = E. Montrer que le cotlit total de cette construction est
en O(nlog(n)).



